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Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к С С С Р 
1963. Том 146, № 5 

МАТЕМАТИКА 

Я. А. РОЙТБЕРГ, 3 . Г. ШЕФТЕЛЬ 

ОБЩИЕ ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 
УРАВНЕНИЙ С РАЗРЫВНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 20 VII 1962) 

1°. В последнее время в ряде работ (1~9) различными методами изуча­
лись граничные задачи для эллиптических уравнений 2-го порядка с раз­
рывными коэффициентами. 

В ( 1 0) авторы рассмотрели граничные задачи и задачи на собственные 
значения для эллиптических уравнений 2-го порядка с разрывными коэф­
фициентами функциональными методами, связанными с использованием 
неравенства типа Гординга. 

В настоящей заметке доказана разрешимость в обобщенном и обычном 
смысле общих граничных задач для эллиптических уравнений произволь­
ного порядка с разрывными коэффициентами; граничные условия и условия 
сопряжения на поверхностях разрыва задаются общими диффер<енциаль-
ными операторами *. 

В работах ( и - 1 6 ) граничные задачи для уравнений с непрерывными ко­
эффициентами исследовались с помощью энергетических неравенств с гра­
ничной нормой. 

В данной заметке задачи для уравнений с разрывными коэффициента­
ми изучаются с помощью такого рода неравенств, доказанных авторами ( 1 7). 
При этом используется известная функциональная методика/Обозначения 
в данной заметке такие же, как в f 1 7). 

2°. Пусть G — ограниченная область м-мерного эвклидова простран­
ства Еп с границей Г; Gx — подобласть G с границей т, не имеющей с Г 
общих точек; G 2 = G \ G i **. Введем прямую сумму Соболевских про­
странств W{ (G±) - f Wl

2 (G2) = V/{ (G) = (/ > 0 целое); всякую функцию 
w6Wj можно представить в виде и (х) = иг (х) + и2 {х)> где Ui(x) = и (х), 
#€&; tii(x) = 0, x£G\Gi ( / = 1 , 2 ) ; если / > 0 , л; 6 Г> то щ(х) означает 
предельное значение и(х) со стороны G/. 

Рассмотрим эллиптический дифференциальный оператор А с разрыв­
ными комплексными коэффициентами 

А+ — оператор типа (1), формально сопряженный Л. 

* В заметке авторов (}°) в качестве граничных операторов допускались не только диф-
•енциальные операторы. 
* Все результаты верны и для разбиения G на конечное число областей. 

*6G] 
x£G, 2> 

(1) 

где 
А'= ^ « 6 0 / ( 1 = 1,2); 

= ( ц 1 } . . . , ц„); = D j \ . . DH"; D k = | . J L 
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Введем также г р а н и ч н ы е операторы (на Г) и операторы с о п р я ­
ж е н и я (на г) : 

B i = 2 Ь ^ ° * (2) 
| l i | < m £ 

[i = U 2,3] k = l,...,n; rx = r 2 = 2m, r8 = m; 

m\ = m\ = mk; 2m — 1), 

где комплексные функции fcj^ (x) ( / = 1, 2) определены на r > ^ ( д : ) — 
на Г. Систему граничных операторов В% называют н о р м а л ь н о й ( 1 4 , 1 б ) , 
если все они различных порядков и Г не является характеристикой ни 
для одного из них. Аналогично определяется нормальность систем опе­
раторов сопряжения. 

Обозначим через W 2 m ( r p ) подпространство функций W6W 2/ 7 1 , для ко­
торых 

[Вки] = Blii! — В\и21=0 (k = 1 , . . . , 2т), 
(3) 

В,и\Т = 0 ( / = 1 , . . . , т ) . 

Через W 2

m (гр) + обозначим подпространство таких v 6 W 2

m , что равен­
ство (Аи, v)0 = (и, A+v)0 имеет место для всех w 6 W 2

m ( r p ) тогда и только 
тогда, когда а 6 W 2

m (гр) + . 
С помощью интегрирования по частям можно показать, что если опе­

ратор эллиптичен, системы граничных операторов и операторов сопряже­
ния (2) нормальны, а^(х) е С и (G,), ^ (х) 6 C m e x f a / f l " w *" 1 ' w *> (г) (i = 1,2), 
^ ^ б С ^ ^ - ^ - 1 ' ^ ^ ) , а Г и г - к л а с с а С 2 т , то W 2 m ( r p ) + опреде­
ляется условиями, аналогичными (3), причем системы соответствующих 
сопряженных операторов В'1 также нормальны. 

Существенную роль для дальнейшего играет следующая 
Л е м м а 1. Нормальные операторы (2) накрывают * оператор А тогда 

и только тогда, когда сопряженные операторы Bk (/ = 1 ,2 ,3) накры­
вают А+. 

Доказательство этой леммы довольно громоздко; оно получено раз­
витием для нашего случая алгебраического аппарата, примененного 
в ( 1 4 , 1 8 ) . 

3°. Рассмотрим граничную задачу 

Au = f, ueW 2

2

m ( rp) (4) 

и сопряженную задачу 

A+v = g, a e W 2

2

m ( r p ) + . . (5) 

Функцию u£L2 будем называть слабым решением задачи (4), если 
(и, A+v)0 = (f, v)Q, У £ W 2

m ( r p ) + . Аналогично определяется слабое реше­
ние задачи (5). 

Из результатов работы ( 1 7) и леммы 1 следует, что если нормальные 

операторы (2) накрывают Л, 4 ( * ) б С ы ( ^ ) , Ь*^ (*) € C 2 m " m * ( г ) (или Г) 

(1 = 1, 2, 3), 6 ^ ( x ) e C 2 w " w * (т) (или Г), а Г и г - к л а с с а С2т

9 то суще-

* Определение накрывания для случая разрывных коэффициентов дано в ( 1 7) (опре­
деление 2). 
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ствует такая константа с^>0, что 

с'11 и < В (и, и) +1 и t < с I и U, и е wr; (6) 

с ~ > | ^ < Я > , 1 О + 1|0В<Фв?». « € W r . (7) 
2m m 

Здесь Б (и, у)=(Лы, Av)0+ ^ <1В*и], [В*»])»*-**-! + 2 <в/"> ^ > 2 m _ m / _ a ; 

В* (и, v) определяется аналогично. 
Обозначим через N (N*) подпространство решений из W 2 m задачи (4) 

с / = 0 (соответственно задачи (5) cg = 0). Из неравенств (6), (7) легко 
следует, что N и N* конечномерны. 

По положительному пространству Н+ = W 2 m и нулевому HQ = L2 

построим пространство с отрицательной нормой Я _ = W ^ 2 W ( 1 0 ) . 
Т е о р е м а 1. Пусть операторы А1, В{ таковы, что имеет место не­

равенство (7). Если f6W2~ 2 m , (f, N*)o = 0, то существует слабое решение 
u£L2 задачи (4). 

Т е о р е м а 2. Пусть в дополнение к условиям теоремы 1 f6:W 2 , х и 

Г - класса Cm+S, < (х) б С 2 т + т а х * ы ' s> (Gt), b'b (х) б С 2 т + 5 _ 1 ( Т ) (или Г) 
( / = 1 , 2 , 3 ) . Тогда найденное в теореме 1 слабое решение и входит в 
W 2

W + S и, следовательно, является решением в обычном смысле. 
Теорема 1 доказывается с помощью теоремы Рисса о представлении 

линейного функционала в гильбертовом пространстве. 
Теорема 2 доказывается методом, аналогичным примененному в 

Из теорем 1 и 2 можно вывести, что если выполнены условия глад­
кости теоремы 2, то при f £ W 2 всякое слабое решение и задачи (4) вхо­
дит в W 2 m + S . 

4°. В этом пункте требования гладкости будут такими же, как в 
теореме 2. Тогда N С W 2 m + S . Множество элементов и б Щт (гр) Z) W;T+ S, 
для которых {(и, N)Q = 0, обозначим A l 2 w + S ( r p ) . Аналогично через Ms 

обозначим множество тех / б W 2 , для которых (/, N)Q = 0. Подобным 
образом определяются и M*2m+S (гр) + , M*s по W 2

m ( r p ) + , N*. 
По положительным пространствам W 2

S = Ms, W 2

2 m + S = A4* 2 m _ f s (гр) + 

и нулевому L 2 построим пространства с отрицательной нормой W 2

 s , 
w - - 2 m - s 

Т е о р е м а 3. Рассмотрим отображение Л : а - > А и (u£M2m+s (гр), 
s > 0 ) как оператор, действующий в одной из следующих пар про­
странств: 

м 2 т + 8 ( Гр) м * \ w2"s -* w; —2m—s 
2 

Тогда для первой пары пространств Л, а для второй пары пространств 
его замыкание А является гомеоморфизмом между пространствами ука­
занных пар. Аналогичное утверждение имеет место для оператора Л + . 

5°. Рассмотрим задачу с неоднородными граничными условиями и 
условиями сопряжения: 

Au = feV/l s > 0 ; 

[Bku]^ = <p,e C 2 w - m * - s (т), k = 1 , . . . , 2m; (8) 

в?„| г = * , е с » - ; - ( Г ) , ; = ! , . . . , * , 

1036 



Если системы операторов (2) нормальны, а коэффициенты их доста­
точно гладки, то можно найти такую функцию и0 6 W2

2

m+S

y что [Bku0]y=y 
В)щ |г = тогда для w = и — и0 мы будем иметь задачу с однородными 
условиями на Г и у и правой частью fx = f — Аи0; для этой задачи 
справедливо все изложенное выше. 

Авторы выражают искреннюю благодарность Ю. М. Березанскому 
за постановку вопроса и обсуждение результатов. 
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