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УДК 517.946 МАТЕМАТИКА 

© Я.А. РОЙТБЕРГ 

ГРАНИЧНЫЕ И СМЕШАННЫЕ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ОБЩИХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

В ПОЛНОЙ ШКАЛЕ ПРОСТРАНСТВ ТИПА СОБОЛЕВСКИХ 

(Представлено академиком СМ. Никольским 2811991) 

1. Граничные и смешанные задачи для гиперболических уравнений изучались 
в классах достаточно гладких функций в работах [1—5] (см. также обзор [6]). 
В данной работе граничные и смешанные задачи для общих гиперболических по 
Лере-Волевичу систем изучаются в полной шкале пространств типа соболевских, 
зависящих от параметров s, т 6 R; s характеризует гладкость решения по всем пе
ременным, ;т — дополнительную гладкость по тангенциальным переменным. Ранее в 
работах Лионса.Мадженеса, Ю.М. Березанского, С.Г. Крейна, автора и др. (см. [7—11] 
и приведенную там библиографию) эллиптические задачи изучались в шкалах прост
ранств типа соболевских, зависящих от параметра s G R. Для параболических задач 
подобные теоремы получены Н.В. Житарашу [12], для задачи Коши для гиперболи
ческих уравнений, а также для граничных и смешанных задач для однородных гипер
болических уравнений — автором [13, 14]. 

2. Пусть (t, х) = (t, хи ... , xn) G R"+1, (a, %) = (a, %u . . . , £„) - двойст
венные переменные: 
(1 ) / = Щ, Dx) = {hj (pt, Dx ): К j = 1, . . . , N) 
матричное дифференциальное выражение, /k/- (Dt, Dx) - линейные однородные диф
ференциальные выражения порядков sfc + t> с постоянными комплексными коэф
фициентами, lkj = 0, если sfc + tj < 0. Здесь Dt = id/dt, Dx = (Di, . . . , D„), D/ = 
= idlbXf,su...,sN, r i , . • . , tN -целые числа, tx> . . .> tN >0= sx> .. .> sN. 
ПуСТЬ Si + . . . + Sjv + f l + • . . + ÎN =ff а 

(2) I(o,8 = deU(a,ö= 2 а,аа'%а. 
j + la t = г 

Выражение (1) называют с т р о г о г и п е р б о л и ч е с к и м (по Л е р е -
В о л е в и ч у ) , если коэффициент аг< 0 0

 ПРИ <? в (2) отличен от нуля и для 
каждого £ G R" \ i o l корни полинома (2) относительно a вещественны и различны. 
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Всюду в работе предполагается, что выражение (1) строго гиперболическое 
и что коэффициента0 0>г при %г

п в (2) отличен от нуля. 
Из строгой гиперболичности l(Dt, Dx) следует, что для каждого у > 0 уравне

ние 
(3) 1(с+ /7, $',$„)= О 
не имеет относительно |„ вещественных корней. Пусть 
(4) r I(a+i7.f ' ) . . . . . fr(ff + fy.f) 
((а + г7, if') Ф (О, 0), 7 > 0) - £„-корни уравнения (3). Предположим для опре
деленности, что при 7 > 0 первые /и корней (4) имеют отрицательные мнимые 
части, а остальные — положительные. Положим 

L(a+iy, {', $я) =£_ (а + гу, ?', {„)It(ff + iT, £', ?„), 
( 5 ) Х_ (а+/%«',{„)= П ($„- î ) (o+/7, f ' ) ) -

1 < / < m 

В работе исследуется разрешимость в R"+1 задачи 
(6) l<pt,Dx)u=f, u=(Ul,...,uN), f = {fu...,fN), 
а также задачи 
(7) (l(Dt,Dx)+l'(t,x,Dt,Dx))u=f, 
полученной возмущением системы (6) младшими членами с бесконечно гаадкими 
коэффициентами, все производные которых ограничены. 

В полупространстве G = {(t, х) = (t, х, хп) € R"+1: х„ > 0! изучается гра
ничная задача 
(8) l(Dt,Dx)u=f (в G), b(Dt,Dx)u=<p (на ЬС); 

здесь b(x,D) = {bhj (рс, D): h~\, ..., m; j = 1, . . . , N) - матрица линейных од
нородных дифференциальных выражений с постоянными комплексными коэф
фициентами порядков соответственно ah + tj (b^ = О, если ah + tj < 0), a,, . . . 
. . . , am - заданные целые числа. Всюду в работе предполагается, что задача (8) 
гиперболическая. Это означает, что система (1) строго гиперболическая,аг%0 0 Ф 
Ф 0, число граничных условий равно числу m корней (4) с отрицательными мнимы
ми частями и выполнено условие Лопатинского : для каждого (a+ iy, £') Ф (0, 0), 
7 > 0 строки матрицы 

L(a + iy, £, $„) b (о + iy, £, k„) Г\а + iy, $', £„), 

элементы которой рассматриваются как полиномы от |„ , линейно-независимы по 
модулю L_ (|„) =L_ (a + iy, f', | „ ) . 

В работе исследуется также задача 

(/(£>,, £>*) + /'(Л х, Dt, Dx))и = / (в G), 
(9) 
v ' (bipt, Dx) + b'{t, x, Dt, Dx))u=y (на bG), 
полученная возмущением задачи (8) младшими членами с бесконечно гладкими коэф
фициентами, все производные которых ограничены. 

Отметим здесь также, что будет показано, что если правые части задач (8), 
(9) аннулируются при t <0, то равны нулю при t <0 и решения этих задач. Поэто
му из теорем о разрешимости задач (8), (9) будут следовать теоремы о разреши
мости соответствующих смешанных ъ G+ =\(t,x) &G: t > Ol с однородными (нуле
выми 1 начальными данными при t = 0. 
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3. Пусть s, т,у& R. ЧерезЯ*'т(К"+1,7) обозначим пространство распределе
ний / с нормой 
(10) II/, Rn+1, y\\SiT=aO +у'+ог+ I £ \У(\+Г+а2+ | Ç \2У \~f(p, Wdodï)1'2; 

здесь / — преобразование Фурье элемента / . 
Через HS'T(G, y), s,T,y£R,s>Q, обозначим множество сужений на G функ

ций из #i ,T(R"+1,7") с нормой фактор-пространства; через H~S'~T(G, y), s > 0, 
обозначим пространство, сопряженное HSJ(G, y) относительно расширения ска
лярного произведения в L2(G); \\и, G, 7HS)T - норма в HS-T(G, y), s, т G R. 
Пространство H\bG, y), s, у G R, - это пространство распределений g с нормой 

h,dG,y\\s=( f 1 (̂а, | ' ) 1 2 0 + 7 2 +a2 + i | ' i 2 ) 5 dod%\ . 
\dG I 

здесь g (a, | ' ) —преобразование Фурье элемента g. 
Зафиксируем натуральное число г и пусть s, т, у Е R, s Ф к + Ж, к = 0, . . . 

. . . , / • - 1.ЧерезЯ* , т ' ( г )(С7) (ср. [9,10]; [8, гл. 3, § 6, п. 8]) обозначим попол
нение множества С" (G ) бесконечно гладких в G и аннулирующихся на °° функций 
по норме 

(11 ) III и, G, у llls> т> (г) = (il и, G, у III т + Б 1 1 | D>n-1и, 3G, Т И2. 

Днях = fc + ЙД = 0, . . . , / • - 1, пространства Hs,T,<~r\G, у) инормыШ-, G>7illj, т д г ) 
определяются с помощью интерполяции. Из (11) следует, что замыкание 5 отобра
жения и ^ (и I g , и I j e , . . . >Dr

n~X "I эс)> " е C~(G), устанавливает изометрию 
между Hs' T'^r\G, 7) и подпространством прямого произведения HS>T (G) X 
X П Hs+T~i + !/2 (3G, 7)- Поэтому можно отождествить и G Я* , т- (r> (G) 

1 < / < г 
с элементом S« = (и0, • • . , иг). Будем писать ы = (и0, . . . , ur) G H"' T,(-r\G, y) 
для каждого и G Я*' T ' ^ (G, 7). Наконец если г = 0, то положим Я*' T- (r\G, у) = 
= Я^ (С ,7 ) , \\\u,G,y IIU ) r>(r)=ll«,G,7ll,,r-

Введем еще пространства JC*.*(R',+ 1, 7). 5CÎ,T(G,7), ЗС* (3G, 7), 
3Cî'r>''') (G, 7); нормы в них обозначим соответственно | и, R"+1, y\s,r 
\u,G, y\s>T, | и , Э С , 7 1 „ 1 и , G, 7U,r,(r): XS'T (Rn+1, 7) = 1 «: e~7f и G 
G Я*'т (R"+1, 7)î; | u, R"+1, 7I J>T = Il e~7tu, Rn+1, 7 0,;т; остальные пространст
ва и нормы вводятся аналогично. 

Л е м м а 1. Пусть M = M(t, х, Dt, Dx) - линейное дифференциальное выраже
ние порядка m с бесконечно гладкими коэффициентами, все производные которых 
ограничены. Тогда для любых s, т G R существует постоянная с > 0, не зависящая 
от и и у, такая, что 
(12) \Mu.Rn+\y\s_mtT<c\u,Rn+1,y\SiT, «GC0~(R"+1); 
если m < r, то 
(13) \Mu,G,y\s_miT<c\u,G,y\StT,(r), wGC0°°(G); 
если m < r — 1, то 
(14) IM«, 9G,7l s + r_m_y2<c|M ,G,7l,> T , ( r ) , uGC^G); 
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если m < г, то 
(15) \Ми, G, y\s-m,T,(r-m)<c\ и, G, y\s,T,(r). и G С " (G) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку 
M{t, x, Dt, Dx)u= eytMit, x, Dt + iy, Dx)ie~ytu), 

то 
\Mu, G, y\s_m> T = Ile-^Mu, G, y\s„m> T = W(t, x, Dt + iy, Dx)ie~ytu), 

G, У Hj-m,T**C ll|e"7fM, G, y |IU,T,(,) =C\U, G, У \s,T,(r) 

и неравенство (13) установлено. Остальные неравенства доказьюаются аналогично 
(ср. [8-10, 15]). _ 

4. Из леммы 1 следует: замыкание / отображения и и-/ы, и G (С" (R" )) , 
непрерывно действует в паре пространств 

(16) П Jf^'+ î 'T(R" + 1 , 7 ) : = ?(: r + ' , r(R" + 1 . 7 ) ^ П JC*~*''T(R" + 1 , 7 ) : = J<:*~S'T; 

(17) I /и, Rn + \ y | , _ s , r < c lu, R" + 1, 7 I тч»,т. 

где I / , R"+1, 7 I ^J-S.T» I "> R"+1, 7 I T+S,T ~ нормы соответственно в пространстве 
образов и прообразов отображения (16). 

Т е о р е м а 1. Пусть s, т, у G R, у ~> у0 > 0. Д/гя каждого f G 
е j f i - s . r + i (R"+i ; 7) существует один и только один элемент и &ЖТ+1,Т (R n + 1 ,7 ) 
такой, что lu = f. Существует постоянная с > 0 не зависящая от / , и, у, 7 > 7о > 0, 
такая, что 

(18) | и, R"+1, 7 1 Г + , т < - I/. R" + 1 , 7 1,-s, r +1-
7 

Ясли supp/ С И ={ (Г, x) G R" + ! : t > 0, го ы supp и -CCI. 
Сравнение (17) и (18) показывает, что при переходе/и-.ы "теряется единица 

гладкости в тангенциальном направлении". 
Т е о р е м а 2 . Существует число уа > 0 такое, что для каждого у > 7о систе

ма (7) с любым / G Jf* -5 , T + 1 (R"+1 , 7) имеет одно и только одно решение и G 
G JC r + J ' r (R" + 1 , 7)- Существует постоянная с > 0, не зависящая от f, и, у, у > 7о> 
такая, что имеет место оценка (18). Если supp f CCI, то и supp и С £2 . 

5. Рассмотрим гиперболическую задачу (8). Пусть к = max JO, ox + 1, . . . 
. . . , am + 1} . Из леммы 1 непосредственно следует, что замыкание AS<T =A = (/, Ь) 
отображения и н- (/«, Ьи), и G (C0°° (G ))N, непрерывно действует в паре пространств 

П 3f'/+,,T(, '+ K)(G,7):= JCT+>-T-lT+")(G,y) + 
/'= 1 

- П ÏÏ'-'f'r-(K-V(G,y)X ff J f s - a " + T - 1 / 2 ( 3 G , 7 ) : = 
/ = 1 А = 1 

: = J f ^ S ' T ' ^ - S ) ( G , 7 ) X X'-e+r-42(dG.7):=KSiT. 

Т е о р е м а 3. Пусть s, т, у Е R, у > у0 > 0 и F = (f, #) Е KS<T + !. Тогда 
задача (8) имеет одно и только одно решение и G Ж'T+s'' т' v+к) (Qt -у^ и имеет место 
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оценка 

(19) Uii II ~ r + t T f T + „ 4 < - iFlg-

гдес>0 не зависит от и, F,y,y> у0. Если supp F CG+ = \(t, x, xn) G G:t> Ol, 
той supp« CG+. 

Разрешимость задачи (9) характеризует 
Т е о р е м а 4. Существует число у0 > 0 такое, что для каждого 7 ^ 7о зада

ча (9) с F G К!>т+1имеетодноитолькооднорешениеЪ&Кт+!'т' (т+к)(Су).Имеет 
место оценка (19). Если supp F CG+ , то и supp и С G+. 

Эти теоремы можно несколько усилить. Пусть F = (f,<p)GKs<T,f=(ft,... 
• • • . /лО. // = С/>о. • • •, //,«-*/) G Й*~*/,т- ^ - ' Л (G, 7) " дополнительно fj0 G 
G Jf- ' / . ' + 1 (G, 7) , / = ! . • • • , # , / , * G JC-'.' + T - k + 1 (ЭС, 7) (V/: * - », > 1; * = 
= 1 к -« / ) ; *>А G JC*~°*+T(3G,7), й = 1, • • - , т. Тогдазадачи (8), (9) при 

у > 7о имеют одно и только одно решение 

u=(Ul,...,uN)(=KT+s'T>(T+KHG,y), U/=("/o,.-.."/,f/+K)> / = 1. ••••#. 

Яр« эгол« и /0 G 3C''+JS'T(G, 7),. и/* G K''+s+T~k+l(bG, y), j = 1 JV; * = 1, . . . 
... ,t,- + K,u справедлива оценка 

2\y\»jo>G,y\2
tj+StT + / ï j ^ a c r l ^ . » ^ 

< C ( - . Ï I / / 0 . G 7 I Ï x + 2 2 ; | / /* .ЭС.71* + r _ k + 1 + 
\ 7 / = 1 ' /: к-Sj > 1 fc=l ' 

с постоянной с > 0, не зависящей от и, f, ^р,у,у> Уо-
6. Укажем здесь на некоторые возможные применения приведенных теорем. 

Рассмотрение задач (6) — (9), в которых правые части являются соответствующими 
мерами Дирака, позволяет с помощью теорем 1—4 построить и оценить матрицы 
Грина соответствующих задач. Совершенно аналогично теоремы 1—4 позволяют 
изучить эти задачи с произвольными степенными особенностями в правых частях, 
позволяет изучить класс вырождающихся гиперболических задач для систем 
уравнений. 
Черниговский государственный педагогический институт Поступило 
им. Т.Г. Шевченко 12 II 1991 
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