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УДК 517.946 М А Т Е М А Т И К А 

© Я.А. РОЙТБЕРГ 

ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ОБЩИХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
В ПОЛНОЙ ШКАЛЕ ПРОСТРАНСТВ ТИПА СОБОЛЕВСКИХ 

(Представлено академиком B.C. Владимировым 7 V1990) 

1. После известной работы С.Л. Соболева [1] обобщенные функции часто 
использовались для исследования задачи Коши для гиперболических уравнений 
(отметим здесь книги [1-5] , обзор [6] и приведенную в них библиографию). В дан­
ной работе задача Коши для строго гиперболической по Лере—Волевичу системы 
изучается в полной шкале пространств типа соболевских, зависящих от действитель­
ных параметров s и г; s характеризует порядок гладкости решения по всем пере­
менным, г характеризует дополнительную гладкость по тангенциальным перемен­
ным. Чем меньше s и т, тем "более обобщенным" является решение; для доста­
точно больших s и г решение является обычным классическим решением рассмат­
риваемой задачи. В [7, 8] такие задачи изучались для одного уравнения. Ранее в 
работах Лионса, Мадженеса, Ю.М. Березанского, СГ. Крейна и др. (см. [9—14] и 
приведенную там библиографию) эллиптические задачи изучались в шкалах про­
странств типа соболевских, зависящих от параметра s G R. В этих работах установле­
ны так называемые теоремы о полном наборе изоморфизмов, нашедшие многочис­
ленные приложения. Для параболических задач подобные теоремы доказаны Н.В. Жи-
тарашу [15]. 

2. Пусть (t,x) = ( * , * ! , . . . ,хп) GR" + 1 , (a, g) = (a, É , / . . . , £„ ) -двойст­
венные переменные, 

(1) I = l(Pt,Dx) = Qkl<PtM)kJ=l,...,N, 
I — матричное дифференциальное выражение, lkj — однородные дифференциальные 
выражения порядков s^ + t/ с постоянными комплексными коэффициентами, /fe/ = 
= 0, если sk + tj < 0. Здесь Dt = i Э/Эг, Dx = (D t, . . . , Dn), Dj = i d/dxj, s , , . . . 
. . . , SJV> 11, • . . , tft — целые числа, tx>...>tN>0=Si>...>sN. Пусть s i + . . . 
. . . + sN +1 ] + . . . + t N = r, a 
(2) L(a, ?) = det (l(a, | )) = S aiaa'Y-

/+|a|<r 
Выражение (1) называют с т р о г о г и п е р б о л и ч е с к и м по Лере—Воле­

вичу, если многочлен (2) строго гиперболический; коэффициент аг 0 0 при 
сГ в (2) отличен от нуля и для каждого % Е R"\j0j корни уравнения L (а, £) = 0 
относительно а вещественны и различны. 

Всюду в работе предполагается, что выражение (1) строго гиперболическое. 
Исследуется разрешимость в R"+1 задачи 
(3) / « = / , М = (М1 ; . ..,Ыдг), / = ( / i , . . . , / л г ) , 

и разрешимость задачи Коши в полупространстве £2 = ! (г, х) G R"+ ' : t > 0 ! : 
(4) lu=f (в SI), Dt

k-1ui\t=0=ujk Vj: tj>l; k=l,...,t,, 

a также разрешимость этих задач для системы 
(5) (!(Pt, Dx) + l'(t, x, Dt,Dx))u=f, 
полученной возмущением уравнения (3) младшими членами с бесконечно гладкими 
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коэффициентами, все производные которых ограничены. Разрешимость этих задач 
будет установлена в полной шкале пространств типа соболевских. Для точной поста­
новки задач надо ввести функциональные пространства. 

3 . Пусть s, т , у G R. Ч е р е з H s , T (R" + 1 , 7) обозначим пространство распределе­
ний / с нормой 
(6) ll/,Rn+I,T»,.T = ( / ( l + T 2 + f f 2 + l ? l 2 ) s ( l + 7 2 + l ? l 2 ) T l / ( a , ? ) l 2 ^ a r f | ) 1 / 2 ; 
здесь / ( о , | ) — преобразование Фурье элемента / , интегрирование проводится по 
всему пространству. Понятно, что для каждого фиксированного у G R норма 
II/, R" + 1 , y \ \ S t T эквивалентна норме II/, R" + 1 , 0\\SiT = II/, R" + 1 l l J j r и поэтому мно­
жество Hs,T(Rn+l, y) не зависит от у . Однако в данной работе удобно рассматривать 
лишь такие нормы, эквивалентные ( 6 ) , для которых постоянные в соответствую­
щих двусторонних оценках можно выбрать не зависящими от у . 

Через Hs'T(fl, у), s, т, у G R, s > 0, обозначим множество сужений на 12 функ­
ций из Hs,T(Rn+1, 7) с нормой фактор-пространства II w, 12, y \ \ S i T = inf II и, R " + 1 , y \ \ S i T , 
s, r, y G R, s > 0, где inf берется но всем и G HS'T ( R " + 1 , 7 ) , равным w в Я . Через 
H~s,~T(ß, 7) , s , т , 7 G R, s > 0, обозначим пространство, сопряженное Hs,T(Çl,y) 
относительно расширения ( - , • ) = ( - , - ) п скалярного произведения в / , 2 ( 1 2 ) , 

Им, £2,7 H - Î , - T
 = SUP \(u,v)\\\v,^l,y\\^T 

vŒHS'T(n,y) 

есть норма в H "'~T(£l,y), s > 0 . 
Пространство Я'(Э12, 7) , s, 7 G R, — это пространство распределений g в Э12 

с нормой 
/ л Y/2 

II*, 3Î2, 7II, =( / | £ ( Ш 2 0 + 1 ? 1 2 + 7 2 ) ^ ) < ~ ; 

здесь#(£) = (Fx^g) (£) — преобразование Фурье элемента g\ 
Зафиксируем натуральное число г и пусть s , r , | 6 R , s =£ Ä: + 1/2, А: = 0, . . . 

....r — 1. Через Я*'7 ' (^(12, 7) обозначим пополнение С̂ ° (12) по норме 

(7) | | | M > 12,7l l l w , ) =(U«, 12,7112,т+ 2 Но/"1«, Э12,7112
 + 1 / 2 ) 1 / 2 

1 <т<'-

(здесь и ниже С^°(12) обозначает множество сужений на 12 функций из Cô°(R" + 1 ) . 
Подобное пространство введено автором в [12] и изучено в [13] (см. также 
[10, гл. 3, § 6, п. 8 ] ) . Для s = к + 1 / 2 Д = 0, . . . , г - 1, пространство Hs-т •(r) {Q., у) 

и норма HI и, 12, 7 HL,г,(г) определяются с помощью интерполяции. Из (7) следует, 
что замыкание S отображения и н>- ( и | - , и | э п . • • • ,Dr~lu\b n,u G С™(12), устанавли-
вает изометрию между HS,T'(r) (12, 7) и подпространством прямого произведения 
Я " (12, 7 ) X П Я ' 5 + Т _ у + 1''2 (Э12, 7 ) - Условимся ниже отождествлять элемент 

1 </ «г 
u G Я л , т ' ^ ( 1 2 , 7) с элементом Su = (и0, . . . , и г ) , будем писать« = (и0,.. . , ur ) G 

G Я ' 5 ' " ' t ^ (12, 7 ) . Если г = 0 , т о Я * ' т ' ( 0 ) ( 1 2 , у ) d = f Я* ' т (12 , 7 ) , III и, 12, 7 Ш,,т.(о) = 
= il и, 12, -у IU.7--

Введем еще пространства KS'T ( R " + 1 , 7 ) , ЗС^Т(12, 7 ) , Ws-T'{r)(£l, 7 ) ; нормы 
в них обозначим соответственно | и, R" + 1 , 7 U , T > I " . ^> 7 L , T > I " . ^ ' 7 l s , r , < » : 

«'•S 'T(R"+ 1 , 7) = {«: e-^u G Я ^ п + 1 , 7 ) ! ; I" , R " + 1 , 7 \S,T = ' l ie - ' 1 "«, R" + \ jWs,T-
Если здесь R " + 1 заменить на 12, то получим определение JCS'T(12, 7 ) и нормы в 

301 



нем; совершенно аналогично J(s,T^r) (П, у) = \и: e~ytu G HS'T Лг) (Î2, 7 ) ! . 
l«.n,rl,,T,(r) = llle~7 '«,n,7lll,,r,(r)-

4. Л e M M a 1. Пусть M = M(t, x, Dt, Dx), (t, x) G R" + 1, - линейное диф­
ференциальное выражение порядка m с бесконечно гладкими коэффициентами, 
все производные которых ограничены. Тогда для любых s , i 6 R существует постоян­
ная с > 0, не зависящая от и и у, такая, что 
(8) \Mu,Rn+\y\^miT<c\u,Rn + l ,y\SiT, ueCo(Rn+1); 
если m<r, то 
(9) iMi, n,7l,-m,r < c\u, п,7|,,т>(г), иесГ(й); 
(10) \Mu,Sl,y\s 

— m,T,(r—m ) 

<c\u,n,y\s>TÀr), и<=Со(П); 
если т<г ~ I, то 
(11) \\Mu,dSl,y\\s_m+T_1/2<c\u,n,y\SiTÄr), ueCom 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку M{t, x, Dt, Dx) и - eytM(t, x, Dt + iy, Dx) X 
X (e~ytu), то 

\Mu,Rn+1,y\s_m,T=\\e-ytM(t,x,Dt,Dx)u,Rn + 1,y\\s_miT = 
= \\M(t, x, Dt + iy,Dx){e~ytu), R"+1,7lls-m,r < 
< c lle-Tf

M>R"+I,7llS)T =c\u,R"+i,y\SrT, 
и оценка (8) установлена. Неравенства (9) —(11) устанавливаются совершенно ана­
логично (ср. [13,14,7,8]) . 

5. Изучим теперь гиперболические системы в R"+1. Из оценки (8) следует, 
что для любых х, т G R замыкания 1,1 + 1' отображений w^-lu, и и- (/ + 1')и (и G 
G (CÔ"(R"+1)) ) непрерывно действуют в паре пространств 

(12) JC r+;S ' r(R"+1,7)d=ef П JCf/+i,T(Rn + 1,7)-> П JÜs"Sk'\R"+1,y) = Ks'S'T; 

Kj<N l«fc«JV 

(13) \lu, Rn+\y\s-s,r<c\u, R"+1,y\T+SrT, \(l + l')u,R"+1,y\s_SiT< 

<c\u,R"+l,y\T+sT> 

где | / , R"+1, 7I S_S,T< I u> R"+1, 7l T+s,T — нормы соответственно в пространстве 
образов и прообразов отображения (12), постоянная с > 0 не зависит от и и у. Воз­
никает вопрос об обратимости операторов / и / + / . 

Т е о р е м а 1. Для каждого f & Ks~s-T (R"+l ,y),s,r,yG R, \y\ > 7 o > 0 , 
существует один и только один элемент и G KT+s'T~l (R"+1, 7) такое, что lu -f. 
Существует постоянная с > 0, не зависящая от f, и, у, \ у | > у0 > 0, такая, что 
(14) | и , К и + 1 , 7 1 г + , > т _ . 1 < с | 7 Г 1 1 / , RH+1,7\S-S.T.. 

Если supp/C Q,, то suppu С S2. 
Для доказательства надо в уравнении l(Dt + iy, Dx) (e~ytu) = e~ytf, экви­

валентном уравнению (3), перейти к фурье-образам и воспользоваться следующей 
леммой. 

Л е м м а 2. Существует постоянная с > 0, независящая от (а, у, £) G R"+2 

такая, что \L{a + iy, £) I > с\у\ (а2 + у2 + Ш 2 ) ( r " " 1 ) / 2 , (р, y, Ç) G R"+ 2) ,cy-
ществует постоянная M > 0 гакая, что аля (7, £) G R"+1 \ {0| на множестве \о\ > 
> М(у2 + | ? | 2 ) 1 / 2 справедлива оценка \L(a + iy, £) | > с(а2 + у1 + \% \ 2)г>2. 
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Последнее утверждение теоремы следует из теоремы типа Палея—Винера. 
Сравнение оценок (13) и (14) показывает, что при переходе f*+u "теряется 

единица гладкости в тангенциальном направлении", вместе с тем норма этого опера­
тора оценивается через с\у\ _1 и мала при больших \у\ . Поэтому из теоремы 1 
следует 

Т е о р е м а 2. Существует число у0 > 0 такое, что при \у\ > у0 > 0 зада­
ча (5) с любым f G J(S~S'T (R"+1 , | ) , S , T £ R , имеет одно и только одно решение 
и G fôT+s,T-\ (R" + i ; -у) Существует постоянная с > 0, не зависящая от f, и и у, 
1т1 > То. такая, что справедлива оценка (14). Если supp / С ÇI, то и suppM С £2. 

6. С задачей Коши (4) свяжем оператор А = AS<T, s, т G R, — замыкание 
отображения и «• (lu, \Dk

t-lUj (V/: t,- > 1; k = 1, . . . , t,-)]), и G (CÔ(U))N, 

непрерывно действующий из всего J(T+S-T-(T'> (£2, y) = П Ж ' S'T' ' (£2, 7) 
1 </ «JV 

в пространство 

£S 'T d=f П X'~s',T,i~''\si,y)X П П Я ^ а + г - к + 1 / 2 ( Э П , 7 ) = 

= Ks's-TÄ-s\ü.,y)X Я*-Г(Ш,7) 

(см. (10), (11)). 
Пустьв (4) / = ( / , , . . . , /jv) G ЗС'-Я-Т>(-«(П, 7), Л = fk0, • • • , /* , - ,*) e 

6 J t ' - ' ^ W p j ) , U=\ujk;j: tf>l, k = l,...,t,\<E В"-т(дО,,у), s , r 6 R . 3 n e -
мент « = ( u , , . . . ,uN)G J{T+s'T'^(Ü.,y), для которого Ли = (/ , f/), назовем реше­
нием (обобщенным) задачи Коши (4). Совершенно аналогично определяется ре­
шение задачи Коши для уравнения (5). 

Для разрешимости задачи Коши (4) необходимо, чтобы / и U были связаны 
определенными условиями совместности. Действительно, если lk — строка с номе­
ром к матрицы /, а и G KT+s'T'(ir>(Q, 7) — решение задачи (4), то, согласно (12), 
(15) я ™ - V l t = o =ot

m-1fk\t=0 =fkm &н^т-^-т+112(да,У) 
V&: -sk>\, m = I,.. . ,-sk. 

Левая часть (15) вполне определяется вектором U начальных данных задачи Коши, 
правая часть определяется вектором / . Поэтому условия (15) определяют необхо­
димые условия разрешимости задачи Коши. 

Т е о р е м а 3. Пусть s, т, у G R, | 71 > 7о > 0, F = (f,U) G Ks'7 u выпол­
нены условия совместности. Тогда задача Коши (4) имеет одно и только одно реше­
ние и G j f r + î - T - 1 . ( r ) ( ^ у^ Существует постоянная с > 0, не зависящая от F, и, 
7> I ТI S* 7о > 0, такая, что 
(16) ИиЛйг+»,г-1,(г) (П>7) <c | r l~ 1 l lF l l / c * , r . 

Для доказательства решение и0 продолжается нулем на все пространство и 
задача Коши (4) сводится к задаче в R"+1 (ср. [7, 8] , а также [4, § 15]), после 
такого сведения используется теорема 1. 

Отметим, что и в теореме 3 при переходе F ь>м "теряется единица гладкости 
в тангенциальном направлении", зато норма этого оператора не превосходит с\у\ "' 
и мала при больших | у | . Поэтому справедлива 

Т е о р е м а 4. Пусть s, т G R. Существует число у0 > 0 такое, что при 
1т1 ^ То для каждого F - ( / , U) G KS'T, удовлетворяющего условиям совмест­
ности, задача Коши для уравнения (5) имеет одно и только одно решение и G 
G KT+S,T~ ' ' (т^ (£2,7) ; при этом справедлива оценка (16). 
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7. Понятно, что условия совместности не возникают, если s, = . . . = sN = 0. 
В общем случае от них отказаться нельзя. Изменим несколько постановку. Будем 
в этом пункте считать, что в (4) / = / 0 = ( / 1 0 , • • • , / V o ) G П 3Cs'Sk-T(^l,y) = 

Kk<N 
-JÇS-S.T (J2, 7) , a решение будем по-прежнему искать в KT+s,T,(Tï(£l, у). Возмож­
ность такого подхода легко следует из неравенств (9), (11)- Определим теперь по 
формулам (15) элементы/^ G # 'S + T~ i f c~m + 1 / 2 (Э£2,-у)-Тогда условия 

(П) (До, • • • ,/•*._,*)€ Xs-s^(~s*\ïl,y)(Vk: -sk>l) 

необходимы для разрешимости в WT+S'T,(T\Q., у) задачи Коши (4) с / = / 0 6 
G ТС - 'T(£l, у). Если | у\ > 7о > 0, то согласно теореме 3 условия (17) также до­
статочны для разрешимости этой задачи. Таким образом, в рассматриваемой здесь 
постановке условия (17) заменяют условия совместности (15). Однако если s G R 
таково, что 

(18) s<sy- + 1/2, j=l,...,N, 

то условие (17) выполняется. Поэтому в классе "не очень гладких функций" зада­
ча Коши всегда разрешима, требовать выполнения условия совместности не обяза­
тельно. Однако гладкость такого решения не всегда растет вместе с гладкостью пра­
вых частей: как только (18) перестает выполняться, нужны условия совместности. 
Совершенно аналогичное утверждение справедливо и для задачи Коши для урав­
нения (5). 

8. Теоремы 3, 4 применяются для изучения задачи Коши со степенными осо­
бенностями в правых частях, для построения и изучения матрицы Грина рассматри­
ваемых задач, для изучения задачи Коши для вырождающихся гиперболических 
систем. 

Черниговский государственный педагогический институт Поступило 
им. Т.Г. Шевченко 14 V 1 990 
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